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  【摘 要】 不等式在数学领域有着重要的地位，均值不等式更是证明不等式、解决函数最值、线性规划等问题的重要工具之一。本文通过对均值不等式进行灵活变形来解决代数、几何、三角等问题时的基本方法和应用技巧，说明了均值不等式在解题方面的重要作用及意义。

　　【关键词】 均值不等式

　　1、引言

　　与“相等”相比，“不等”显然更普遍存在于客观世界，它通过对一般状态的描述及刻画，让我们更加具体、深入地把握数学关系或模型。因此，对不等式的学习与研究不可忽视。在高中数学中，我们已初步学习了基本均值不等式，通过巧妙地转化题目条件使某些问题简单化。分析历年的高考试题及相关不等式的证明过程，使我们有必要对均值不等式进行更深层次的研究讨论。

　　2、相关引理

　　引理1 如果a,b∈R那么a2+b2≥2ab         （1）

　　(当且仅当a=b时，取“=”号)

　　推论1 如果a,b∈R+，那么■≥■       （2）

　　(当且仅当a=b时，取“=”号)

　　引理2 如果a,b,c∈R+，那么a2+b2+c2≥3abc      （3）

　　(当且仅当a=b时，取“=”号)

　　推论2 如果a,b,c∈R+，那么■≥■     （4）

　　(当且仅当a=b时，取“=”号)

　　将二元、三元中的均值元推广到n个,也是成立的。

　　3、均值不等式的应用

　　3.1 均值不等式在证明题中的应用

　　不等式证明是常见的数学问题，也是近年来高考的热点问题。尽管证明不等式的方法千姿百态，形式各异，但只要充分掌握了均值不等式的各项功能，就会在很多不等式的证明中达到事半功倍的效果。

　　3.1.1 利用均值不等式的并项功能

　　例1 已知a,b,c是正实数，求证：(ab+a+b+1)(ab+ac+bc+c2)≥16abc

　　证明：因为a,b,c∈R+，由均值不等式得

　　ab+a+b+1≥4■=4■          （5）

　　ab+ac+bc+c2≥4■=4■       （6）

　　由（5）（6）得

  (ab+a+b+1)(ab+ac+bc+c2)≥16■=16abc

　　所以 原不等式成立

　　3.1.2 利用均值不等式的降幂功能

　　例2 若p＞0,q＞0，且p3+q3=2，求证：p+q≤2.

　　证明：因为p＞0,q＞0，由均值不等式得

  p3+13+13≥3·p·1·1=3p             　　（7）

　　q3+13+13≥3·q·1·1=3q               （8）

　　由（7）（8）得p3+q3+4≥3(p+q)

　　又因为p3+q3=2 所以3(p+q)≤6 即p+q≤2

　　所以 原不等式成立

　　3.1.3 利用均值不等式的放缩功能

　　例3 若a＞0,b＞0，且a+b=1，求证：■+■≤2

　　证明：因为a＞0,b＞0   

　　由基本均值不等式得 ab≤■

　　所以 ■=■×1≤■=■+■

　　即■≤■+■               （9）

　　同理■≤■+■              （10）

　　又因为a+b=1，由（9）（10）得

  ■+■≤■+■=2

　　所以 原不等式成立

　　3.2 均值不等式在求最值问题中的应用

　　中学课程中很多地方涉及到求最值问题，均值不等式在求最值特别是函数最值方面有着广泛的应用。掌握这种方法的关键是：当两个正数的积为定值时，可以求它们的和的最小值；当两个正数的和为定值时，可以求它们的积的最大值，正所谓“积定和最小，和定积最大”。

　　3.2.1 均值不等式在二次函数中的应用

　　例4 当0≤x≤4时，求y=3x(12-3x)的最大值.

　　解：因为0≤x≤4

　　所以3x≥0，12-3x≥0

　　由均值不等式ab≤(■)2  得

　　y=3x(12-3x)≤(■)2=36

　　当3x=12-3x即x=2时，函数有最大值36。

　　3.2.2 均值不等式在三角函数中的应用

　　例5 求函数y=■+9sin2x的最小值

　　解：令y=■+λsin2x+(9-λ)sin2x

  ≥2■+(9-λ)sin2x

  =2■+(9-λ)sin2x

　　≥2■+(9-λ)  (λ≤9)

　　等号成立的条件■=λsin2xsin2x=1

　　即 当λ=4，sinx=±1时，

　　函数y=■+9sin2x有最小值9。

　　3.2.3 均值不等式在解析几何中的应用

　　例6 已知直线y=2x+b与椭圆■+■=1相交于不同的两点A,B,定点p的坐标为(1,2)，求p的值，若使△ABP的面积最大，求这个最大值。

　　解：设A,B的坐标分别为A(x1,y1),B(x2,y2)

　　由y=2x+b■+■=1 得■+■(2x+b)=1

　　整理得 8x2+4bx+(b2-8)=0

　　所以x1+y1=-■，x1·y1=-1

　　因为|AB|=■|x1-x2|=■■=■■

　　所以16-b2＞0，-4＜b＜4

　　又因为点p到直线AB的距离为d=■=■

　　所以S△ABP=■d|AB|=■·■

          =■■≤■[b2+(16-b2)]

          =2

　　当且仅当b2=16-b2 即b=±2■时等号成立

　　由于-4＜-2■≤2■＜4

　　所以 当b=±2■时△ABP的面积最大，最大值为2。

　　3.3 均值不等式在求变量取值范围中的应用

　　例7 若正数a,b满足ab=a+b+3，则求ab的取值范围。

　　解：因为a,b是正数   由均值不等式得 

  ab=a+b+3≥3■

　　所以a3b3≥81ab

　　又因为ab＞0 所以ab＞9

　　当且仅当a=b=3时等号成立

　　故ab的取值范围是[9,+∞)。

　　3.4 均值不等式在比较大小中的应用

　　例8（00年.全国卷）若a＞b＞1，P=■Q=■(lga+lgb),R=1g(■),则P,Q,R的大小关系是          .

　　分析：∵a＞b＞1

　　∴lga＞0,lgb＞0

　　Q=■(lga+lgb)＞■=p

  R=lg(■)＞lg■=■lgab=0

　　∴R＞Q＞P

　　4、结束语

　　本文通过例题逐步总结出了利用均值不等式解决不等式的证明、函数最值等问题的基本方法与技巧，使复杂问题简单化。至于均值不等式在其他方面的应用还有待进一步的探究。
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