向量在高中数学教学中的角色与应用
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  【摘 要】 高中数学增设向量成为国际、国内高中教学教育的一种共同选择(欧美各国和日本早已相继如此).究其原因是向量本身固有的优良特征对高中数学教育改革具有积极的作用.高中增添向量使数学知识结构更趋完善,使学生的数学思想及解题能力得到更全面的发展,反映了向量在高中数学教学中担任重要角色.向量知识在代数、几何、三角、复数等数学分支中有着非常广泛的应用,利用向量知识可以巧妙而简捷地处理多种问题.
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　　我国的数学教育正经历着一场新的变革,课程、教材是变革的核心问题，但关键是教材，教材建设对于学校教育意义重大.现行的高中数学教材对原来使用了较长时间的旧教材进行了重大的改革，最大的改革之处是大胆地引入了向量知识.可是相当多教师对教材中增添大量的向量，不甚理解，本文就此讨论了向量在高中数学中的角色及在高中数学解题中一些新颖而独特的应用。

　　一、向量在高中数学中的角色

　　1.可培养各种数学思想方法

　　向量是高中数学的新增内容，也是高考的一个亮点。 它能与高中数学教学内容的的许多主干知识综合，形成知识交汇点.把向量知识与其他数学知识相结合,能达到培养各种思想的功效.

　　（1）数形结合的数学思想方法

　　例1  证明  余弦定理 c2=a2+b2-2abcosC

　　证明:如图,设■= ■,■= ■,■= ■

　　那么, ■= ■- ■

  | ■|2= ■·  ■=( ■- ■)·( ■- ■)

  = ■· ■+■· ■-2 ■· ■

  =a2+b2-2abcosC

　　所以c2=a2+b2-2abcosC

　　向量既是代数的对象，又是几何的对象。作为代数对象，向量可以进行运算。作为几何对象，向量有方向，可以刻画直线、平面、切线等几何对象；向量有长度，可以刻画长度、面积、体积等几何度量问题.向量集数形于一身，本例用向量法来证明余弦定理，并结合图形,有助于培养学生的数形结合的数学思想方法.

　　(2)平移变换的数学思想方法.

　　例2  已知?荀ABCD的顶点A(-2,-1),B(3,0),C(2,3),求顶点D的坐标.

　　解:设点D的坐标为(x,y),∵四边形ABCD是平行四边形,∴ ■= ■

  ∴(-2-3,-1-0)=(x-2,y-3),∴x=-3,y=2,∴顶点D的坐标为（-3,2） 

　　本例是通过向量的平移求得顶点D的坐标,其实在平面向量这一章中，相等向量、平行向量、共线向量等概念的建立及其相关作图的训练；作为向量知识的一个应用的平移公式的推导，以及运用平移公式解决有关问题，均是平移变换的数学思想方法的体现与展示,能很好的培养学生的平移变换的数学思想方法.

　　(3)化归转化的数学思想方法

　　例3  已知平行六面体AC1在空间坐标系中顶点A1(-1,2,1)，B(-2,1,-2)，C1(1,-2,3)，D(0,0,0)求异面直线A1B与DB1所成角的度数。

　　解：∵ ■=(1,-2,3)， ■=(-1,2,1)， ■=(-2,1,-2)

　　又 ∵■=■(■+■+■),∴■=(-1,■,1),■=(-1,-1,-3)

　　于是cosθ=■=■，即θ=arccos■

　　本例解法的关键就是把六面体中的线段与坐标相结合，转化成向量，并利用向量知识求解,显得简便,同时培养了转化的思想.

　　(4)分类讨论的数学思想方法

　　例4  设点P是线段P1P2上的一点,P1、P2的坐标分别是(x1,y1),(x2,y2)

　　当点P是线段P1P2的一个三等分点时,求点P的坐标.

　　解:当点P是线段P1P2的一个三等分点时,有两种情况, ■=■■或■=2■.

　　如果■=■■,那么■=■+■=■+■■

  =■+■(■-■)=■■+■■

  =(■,■)

　　即点P的坐标是(■,■)

　　同理,如果■=2■,那么点P的坐标是(■,■)

　　本例用向量法来解决,分两种情况来讨论,培养学生分类讨论的数学思想方法.

　　2.在高考中的地位提升

　　随着中学教改的逐步深入，对新课程的命题已经提高了要求，这些新增内容的考查形式和要求也相应发生变化，向量、导数等知识已经由前几年只是在解决问题中的辅助地位上升为分析和解决问题时必不可少的工具，成为综合运用数学知识，多角度展开解题思路的重要教材.向量在高考中的地位不断的提高,在《高考大纲》中考点解析强调向量在高考中的地位, 一般有一道小题的纯向量题，分值在4-5分左右，另外在函数、三角、解析几何与立体几何中均可能结合出题。2013年浙江高考数学试卷(理科)第20题就是向量和立体几何知识相结合,那向量在高考中的分数可就很高了,几乎接近20分.向量它融代数特征和几何特征于一体，能与三角函数、函数、解析几何、立体几何自然交汇、亲密接触。在处理位置关系、长度、夹角计算上都有优势，向量作为代数与几何的纽带，理应发挥其坐标运算与动点轨迹、曲线方程等综合方面的工具性功能，因此加大对向量的考查力度，充分体现向量的工具价值和思维价值，是今后高考命题的发展趋势.向量和平面几何的结合是高考选择、填空题的命题亮点，向量不再停留在问题的直接表达水平上，而与立体几何、解析几何、函数、三角等知识有机结合将成为一种趋势，会逐渐增加其综合程度.

　　二、向量在高中数学教学中的应用

　　向量是近代数学的核心概念之一，向量被引入中学数学教材后，极大的丰富和发展了中学数学知识结构体系，也极大的拓展了中学数学的思维空间.特别是用向量作为工具对于解决几何问题有其独到之处，将传统几何中的定性推理转化为代数运算的定量分析，避免了传统几何方法中繁琐的推理及论证，充分体现出数学中数与形这二元结合、相辅相成的基本内涵和本质特征，为高中数学增加了活力。下面举例分析向量在高中数学教学中的一些应用.

　　1.向量在代数中的应用

　　向量知识在高中教材中是以几何的形式出现的，给人的感觉是在几何中应用广泛，其实用向量来解决代数中的一些问题也很方便.用向量去解决代数方面的问题,比较多的是用在证明等式,不等式,求最值. 

　　1.1用向量证明等式问题?

　　例1 已知a■+b■=1,求证a2+b2=1.

　　证:构造向量■=(a,■),■=(■,b).由■· ,■≤■· ,■得1=a■+b■≤■·■=1易知上式中等式成立,所以ab=■·■  所以a2+b2=1

　　1.2用向量证明不等式问题

　　例2  已知:a,b∈R+,a+b=1,求证■+■≤2■

　　证: 够造向量 ■=(1,1),■(■,■), 

　　则■· ■=■+■,|则■|=■, ■=2

　　由■· ■≤|■|·| ■|得 ■+■≤2■

　　1.3用向量解决函数最值问题

　　例3 求函数?蕊(x)=■
+■的最大值

　　解:设■=(■,1)由■=(■,■)，由|■·■|≤|■||■|得■+■≤■·■=6,当且仅当■=■·■时等式成立，即x=5时取得最大值为6.

　　通过以上例子可以看出,运用向量证明等式,不等式,求最值,主要是应用向量的数量积知识.

　　2.向量在三角方面的应用

　　用向量的方法可以证明三角学中的一些基本公式，如两角和与差的正弦公式，余弦公式及射影定理，正弦定理，余弦定理等.

　　例4 求证:cos(α-β)=cosαcosβ+sinαsinβ

　　证明:以原点O为起点,作两个向量,■=■=(an,b1),■=■=(a2,b2)

　　■,■与x轴正半轴夹角分别为α，β.则a1=|■|cosα,a2=|■|cosβ,

　　b1=|■|sinα,b2=|■|sinβ,■与■的夹角为α-β, .

　　■·■=|■|·|■|cos(α-β)            （1）

　　又■·■=a1a2+b1b2=|■||■|(cosαcosβ+sinαsinβ)  （2）

　　由(1)、（2）得cos(α-β)=cosαcosβ+sinαsinβ

　　3.向量在立体几何方面的应用

　　在目前的中学数学立体几何教学中，传统的综合方法仍占主导地位，绝大多数学生仍用着这种方法处理立体几何问题，实际上利用向量的方法处理立体几何的空间问题比传统的综合方法有着明显的优势，特别是垂直的证明，角度与长度的计算问题，可以避免构图和推理的复杂过程，减少了解题琐碎的技巧，使解题过程变的思路清晰、运算简捷.降低了题目的难度.

　　例5如图，四棱锥P-ABCD中，底面ABCD是矩形，PA垂直底面ABCD，PA=AB=■,点E是棱PB的中点,AE垂直平面PBC.若AD=1，求二面角B-EC-D的大小.

　　解: 以A为坐标原点,射线AB,AD,AP分别为x,y,z的正半轴,建立空间直角坐标系A-xyz则A(0,0,0,). P(0,0,■).B(■,0,0).C(■,1,0).E(■,0,■).D(0,1,0)

　　设平面BEC法向量为■由于AE⊥平面PBC,故■=■=(■,0■)

　　设平面DEC的法向量为 ■=(x,y,z)则 ■· ■=0 ■· ■=0,且■=(■,0,0,)

  ■=(■,-1,■)∴■x=0■x-y+■z=0则取x=0z=■

　　∴ ■=(0,1,■)

  ∴cos( ■, ■)=■=■=■

　　4.向量在解析几何方面的应用

　　在直角坐标系里研究椭圆，双曲线，抛物线的性质是平面解析几何的主要内容，由于向量与坐标有着天然的联系，因此，坐标结合向量研究曲线的性质更为方便.

　　例6 已知抛物线y2=2px(p＞0)上有两点A,B且OA⊥OB,OD⊥AB,求D点轨迹方程.

　　解:设■=(x,y),■=(2pt12,2pt1),■=(2pt22,2pt2),(t1·t2≠0)

　　则■=[2P(t22-t12),2p(t2-t1)]

  ∵OA⊥OB,■⊥■=(2pt1t2)2+(2p)2t1t2=0

  ∴t1t2=-1,又∵OD⊥AB 故■·■=2px(t22-t12)+2py(t2-t1)=0

  ∴x(t1+t2)+y=0,即t1+t2=-■(x≠0)

  有∴■=(x-2pt12,y-2pt1),■=(2pt22-x,2pt2-y)

 　化解得y(t1+t2)+2p-x=0

  ∴y(-■)+2p-x=0即(x-p)2+y2=p2,所求轨迹方程是（x-p）2+y2=p2(x≠0)

　　5.向量在复数方面的应用

　　复数的各种运算各有其明显的几何意义,由于一个复数z＝x＋yi对应复平面上一个点z（x，y）,从而对应一个向量■＝（x，y）,且这种对应是唯一的，所以复数可用向量表示.复数的加、减、乘、除法的几何意义，实际上就是向量的三角形法则和向量的旋转与伸缩.

　　例7  设z1,z2为两个非零复数。且|z1+z2|=|z1-z2|

　　证明:(■)2是负数

　　证:设z1,z2对应向量■,■,则由|z1+z2|=|z1-z2|可得以■和■为一组邻边的平行四边形OZ1ZZ2为矩形.所以,■⊥■,所以■=ai(a是非零实数）.所以(■)2是负数.

　　利用复数的几何意义即向量的几何意义完全避免了和差化积和解三角方程的冗繁过程,既简便又直观.

　　结束语

　　由以上例子可以看出，向量知识在立体几何、解析几何以及不等式等知识方面均能得到较充分的应用，向量在中学数学中扮演着十分重要的角色及其有着广泛的应用，用向量法解题，则方法新颖、思路清晰、运算巧妙简捷.如果我们能在做题过程中，能够注意观察和认真分析问题，打破常规，构造向量用向量法解题，那么一定会构造出一个十分新颖而巧妙的解题方法.因此我们不仅要把向量作为一种知识去学习，更重要的是要作为一种方法、一种思想去理解，并渗透到它的本质，充分发挥它的作用，将会给学生带去不可估量的兴趣。
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